Rucksackproblem und Verifizierbarkeit

Gegeben: n Gegenstande mit Gewichten G={g,,9,,..-,0,}
und Werten W={w,,w,,...,w, } sowie zulassiges
Gesamtgewicht g.

Gesucht: Teilmenge S&{1,...,n} mit ) w, ist maximal
ieS
unter der Bedingung 2.9 <9 .

ieS
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Rucksackproblem und Verifizierbarkeit

Gegeben: n Gegenstande mit Gewichten G={g,,9,,..-,0,}
und Werten W={w,,w,,...,w_} sowie zulassiges
Gesamtgewicht g.

Gesucht: Teilmenge S&{1,...,n} mit > w, ist maximal
ieS
unter der Bedingung ) g,<g .
ieS
RS, . ={(G,W,g,w) | es existiert ein SE{1,...,n} mit
i g0 <gund X _sw; 2w}
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Rucksackproblem und Verifizierbarkeit

 Liegt RS, Iin P?

e Algorithmus mit Laufzeit ®(n-w) aus DuUA ist kein
polynomieller Algorithmus!

 Kennen weder Polynomialzeit DTM fur RS,,; noch kdnnen
wir beweisen, dass eine solche nicht existieren kann.

 Losungen fur RS, sind effizient Uberprufbar.

« RS, teilt diese Eigenschaften mit vielen anderen
Problemen.
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Verifizierer

Definition 3.7 Sel L eine Sprache. DTM V heil3t Verifizierer

far L falls
L ={w]| es gibt ein c, so dass V (w,c) akzeptiert }

c:. Zertifikat, Zeuge
V heildt polynomieller Verifizierer, falls ein keN existiert mit

L ={w | es gibt ein c mit |c| < |w]¥,

so dass V {(w,c) akzeptiert }

und die Laufzeit von V bei Eingabe (w,c) polynomiell in |w]|
Ist. L heil3t dann polynomiell verifizierbar.
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Verifizierer fur RS,

V, bel Eingabe (G,W,g,w,S) :

1. Teste, ob (S) die Kodierung einer Teilmenge von

{1,...,n} ist. Falls nicht, lehne ab.

2. Teste,ob X;_5g;<9 und 2;_g w;>w. Falls ja,

akzeptiere, sonst lehne ab.
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Das Problem des Handlungsreisenden

TSP, :={(A,L) | es gibt eine Rundreise durch alle n

ent -

Stadte der Lange <L }
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Verifizierer fur TSP,

V, beil Eingabe (A,L,m) :

1. Teste, ob (n) die Kodierung einer Permutation der

Zahlen von 1 bis n. Falls nicht, lehne ab.

n-1
2. TeSte, Ob lel dﬂ:(|)ﬂ:(|+l) + dﬂ:(n)ﬂ:(l) S L.

Falls ja, akzeptiere, sonst lehne ab.
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Element-Non-Distinctness

L= {#w#... #w, | w;e{0,1}*, w;=w, flr ein iz }

Beispiele:
» #011#11#01#10#01 € L

= #001#111#10#11 ¢ L
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Klasse NP

Definition 3.8 NP ist die Klasse der Sprachen, die
polynomiell verifizierbar sind.

RS, TSP, € NP.

Satz 3.9 P < NP.

Offenes Problem Ist P = NP oder gilt P C NP?
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Nichtdeterministische Turingmaschinen

o Liefern alternative Beschreibung von NP.
 Erlaubt uns, die schwierigsten Probleme in NP zu
identifizieren
— NP-Vollstandigkeit.
« Geben der Turingmaschine die Moglichkeit, einen von
mehreren moglichen Rechenschritten auszuwahlen
— Nichtdeterminismus.

* Realisierung: 4(q, a) ist Menge von Tripeln der Form (q",b,D).

e NTMSs nicht realistisch, aber sehr nutzlich fur Verstandnis
der Komplexitat von Problemen.
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Nichtdeterministische Turingmaschinen

Definition 3.10 Eine nichtdeterministische 1-Band Turing-
maschine (NTM) ist ein 4-Tupel (Q,2,I',6), wobei Q,Z,I"
endliche Mengen sind. Weiter qilt

1. Qistdie Zustandsmenge mit 04,0 4cceptsUreject €Q:
qaccept¢ Qreject'

2. X ist das Eingabealphabet, LI,>X.

3. T'ist das Bandalphabet, £CT, U,>€T".

4. 8 Q\{UacoeptrejecXT—> 9 (XTX{L,R}) ist die
Ubergangsfunktion.

WS 2019/20 Klasse NP
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Nichtdeterministische Turingmaschinen

#(S) := Menge aller Teilmengen von S, Potenzmenge.

Fur alle qeQ, ael’, a#>: (p,b,D)ed(q, a) = b=zD>.

Fir alle geQ: (p,a,R)ed(q,>) = a="D.

Rechenschritt = einmalige Anwendung der
Ubergangsfunktion.

WS 2019/20 Klasse NP
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Beispiel einer NTM N,
* Q={00,0d1,92,93}: Aaccept = U2s Ureject = Us-
« ¥={0,1}, G={0,1,U,>}
o Jist definiert durch die folgende Tabelle:

0 0 1 > L

do | 1(d0:0,R),(03,0,R)} {(04,1,R)} {(o,>,R)} | {(93,LU,R)}
d; | {(@0.0,R),(@s,0,R)} | {(@,1,L)} | {(as>.R)} | {(GsL.R)}
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NTM - Berechnung

NTM N = (Q,X,I',8). Berechnung bei Eingabe weX*:

e Startet im Zustand q,, mit Bandinhalt >w und
Lesekopf auf >.

« wendet in jedem Rechenschritt Ubergangsfunktion
o an,

* bis Zustand q,ccept OdEr Qg €Freicht wird,

o falls einer dieser Zustande je erreicht wird,

sonst Endlosrechnung.
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Turingmaschine - Konfigurationen

NTM N = (Q,2.T,5), a.,Bel™, qeQ.

N ist in Konfiguration K = aqf, wenn gilt:

 auf dem Band der DTM N steht af, gefolgt von
Blanks,

N befindet sich im Zustand q,

e der Lesekopf von N steht auf dem ersten Symbol
von .

WS 2019/20 Klasse NP
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NTM - Rechenschritt

« NTM N in Konfiguration K = aqgap.

* 3(q, @) ={ (q4,b4,D3),....(q;,b0,,D)) }.

N kann jeden durch ein Triple (qg;,b;,D;) € 48(q, a)
beschriebenen Rechenschritt ausfuhren.

WS 2019/20 Klasse NP
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Berechnungen und Konfigurationen

 Eingabe far N ist w, dann heil3t s>w Startkonfiguration.
* K=aqp heilst akzeptierende Konfiguration, falls g = q,¢cept-
« K=aqgp heildt ablennende Konfiguration, falls q = q,¢ject-

 Berechnung von N bei Eingabe w fuhrt zu Folge K,,K,,...
von Konfigurationen.

« Es gibt mehrere Berechnungen von N bei Eingabe w,
abhangig von den ausgewahlten Rechenschritten.

e Darstellung moglicher Berechnungen im
Berechnungsbaum.
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Beispiel einer NTM N,

* Q={00,01,92:.93} Uaccept = U2: Ureject = Us-
e ¥={0,1}, T ={0,1,u,>}

o Jist definiert durch die folgende Tabelle:

o 0 1 > L

do | {(@0.0.R),(A30.R) } | {(@.1.R)} | (Ao >R)} | {(q5,LLR)}
d; | {(@00.R),(@30.R)} | {(azL.L)} | (A3 >R)} | {(q35,LLR)}
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Berechnungsbaum der NTM N, bei w = 011

qo >011

¥ @%1

o 0 1 >
do | {(@0.0.R).(450.R)} | {(@,1L,R)} | (G0 >R)} | 1(As LLR)}
d: | {(96,0.R),(@3,0.R)} | {(a21.L)} | {(Qs >.R)}

WS 2019/20
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Berechnungsbaum einer NTM

ablehnender Berech- ’ akzeptierender Berech-
nungspfad @ Start- ‘ nungspfad
konfiguration

K K O
() O & (2

ablehnende

‘ ‘ Konfiguration @ ‘ <>

akzeptierende
Konfiguration

WS 2019/20 Klasse NP
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Akzeptieren und Entscheiden

Definition 3.11 Sei N = (Q,X,I',86) eine NTM. Die NTM
akzeptiert weX*, wenn es mindestens eine akzeptierende

Berechnung von N bei Eingabe w gibt.

WS 2019/20 Klasse NP
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Akzeptieren und Entscheiden

NTM N halt bel Eingabe weX*, wenn alle Berechnungs-
pfade von N beil Eingabe w endlich sind.

Definition 3.12 Die von einer NTM N = (Q,X,T",0)
akzeptierte Sprache L(N) ist definiert als

L(N) :={weXZ* | N akzeptiert w }.

= NTM N akzeptiert die Sprache L, falls L = L(N).
= N entscheidet die von ihr akzeptierte Sprache L(N),
wenn N immer halt.
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Beispiel einer NTM N,

* Q=1{00,01,92:93} Daccept = A2 Ureject = U3
e ¥={0,1}, T ={0,1,u,>}
o Jist definiert durch die folgende Tabelle:

) 0 1 > L

do | {(d0,0,R),(93.0,R) } | {(a1,L,R)} | {(Qo >.R)} | {(ds,LLR)}
d: | {(90,0,R),(q3,0,R) } | {(9,,1,L)} {(ds, >,R)} | {(ds,U,R)}

L(N,) ={we{0,1}* | w enthalt die Teilfolge 11 }
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NTM fiir RS,

RS, :={(G,W,g,w) | es existiert ein S<{1,...,n} mit
Zics 9 Sgund 2 gw; 2w }

N bei Eingabe (G,W,g,w):
1. Erzeuge nichtdeterministisch ein Wort ce{0,1}".

c kodiert eine Teilmenge S<{1,...,n}.
2. Teste,ob X%;_sg; <gund 2;_gw; >w. Falls ja,

akzeptiere, sonst lehne ab.
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Laufzeit einer NTM

Definition 3.13 NTM N (Q,X,I',d) halte immer.

FUr weZXZ* ist T (w) die maximale Anzahl von Rechenschritten
In einer Berechnung von N bei Eingabe w.

FUr neN ist Ty(n) := max {T\(w) | weXZ="}.

Ty : NoN heil3t Zeitkomplexitat oder Laufzeit der NTM N.

N hat Laufzeit O(f(n)), wenn Ty(n) = O(f(n)).
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Nichtdeterministische Zeitkomplexitat

Definition 3.14 Sei t: N—>N eine monoton wachsende
Funktion. Die Klasse NTIME(t(n)) ist dann definiert als

NTIME(t(n)) :=4 L | L Ist eine Sprache, die von einer NTM
mit Laufzeit O(t(n)) entschieden wird

Satz 3.15 NP ist die Klasse der Sprachen, die von einer
nicht-deterministischen Turingmaschine mit polynomieller

Laufzeit entschieden werden, d.h. NP = kUNNTIME(nk).
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Vom Verifizierer zur NTM

Sei LeNP. Dann gibt es ein keN und einen polynomiellen
Verifizierer V mit

L ={w ] es gibt ein c mit |c| < |w]|K, so dass V{(w,c)akz.}

N fUr L bei Eingabe w der Lange n:
1. Erzeuge nichtdeterministisch ein Wort ¢ der Lange

hochstens nk (fiir das k oben).
2. Simuliere V mit Eingabe (w,c).
3. Wenn V die Eingabe (w,c) akzeptiert, akzeptiere.

Sonst lehne ab.
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Einschrankung auf |6(q, a)| < 2

 Ersetzen einen Schritt durch O(log(|o(qg, a)|))=0(1) viele
Schritte.
 Asymptotische Laufzeit bleibt unverandert.

WS 2019/20 Klasse NP 28



Einschrankung auf |6(q, a)| < 2

 Ersetzen einen Schritt durch O(log(|o(qg, a)|))=0(1) viele
Schritte.
 Asymptotische Laufzeit bleibt unverandert.
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Von NTM zu Verifizierer

Sei L € U NTIME(n¥). Dann existiert NTM N, die L in poly
keN Zeit entscheidet.

V bei Eingabe (w,c) :
1. Interpretiere ce{0,1}* als Kodierung eines
moglichen Berechnungspfads von N bei Eingabe w.
2. Simuliere die Berechnung von N, die diesem Pfad
entspricht.
3. Ist diese Berechnung von N akzeptierend,

akzeptiere. Sonst lehne ab.
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Boolesche Variablen, Operatoren, Formeln

Boolesche Variablen x kbnnen Werte wahr oder falsch
annehmen.

wahr 2 1, falsch & 0.

Boolesche Operatoren: und £ A; oder 2 Vv; nicht & —.

Boolesche Formel: Ausdruck bestehend aus Booleschen
Variablen und Operatoren, korrekt formatiert.

Beispiel: ¢ = (=X AY) V (X A =2)
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Belegungen und erfullbare Formeln

 Boolesche Formel ¢ heildt erfullbar, wenn es eine
Belegung der Variablen in ¢ mit 1 und 0 gibt, so dass
die Formel dann wahr (Wert = 1) ist.

 Beispiel: ¢ =(—x AY) V (X A =2z) ist erflllbar.
Belegungx =0, y=1,z=0.

e Beispiel: vy =x A —=x ist nicht erftllbar.

WS 2019/20 Klasse NP
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Die Sprache SAT

SAT :={(¢) | ¢ ist erflllbare Boolesche Formel }

Beispiele:
"(p) e SAT, ¢=(—XAY)V (X A =2)

" (y) ¢ SAT, y =X A =X

WS 2019/20 Klasse NP
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SAT liegt in NP

Vs ar bel Eingabe (¢,cC):
1. Teste, ob {(c) die Kodierung einer Belegung der
Variablen in ¢ ist. Falls nicht, lehne ab.

2. Falls (c) Belegung B kodiert und B die Formel ¢

erfullt, akzeptiere. Sonst lehne ab.

WS 2019/20 Klasse NP
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SAT liegt in NP

Nsar bel Eingabe (¢):
1. Erzeuge nichtdeterministisch eine Belegung B

der Variablen in ¢.
2. Falls B die Formel ¢ erfullt, akzeptiere.

Sonst lehne ab.

WS 2019/20 Klasse NP
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Literale, Klauseln, KNF

Literale sind Boolesche Variablen x oder Negationen
Boolescher Variablen —x.

Klausel ist Disjunktion von Literalen.
Beispiel: —=x; V X3 V =X,

Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie
Konjunktion von Klauseln ist.

O = (=X VX3V =aX,) A (Xg V=Xg) A (X7 V=X, V=X3 V Xy, )
In 3-KNF Formel enthéalt jede Klausel 3 Literale.
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Die Sprache 3SAT

3SAT = {{(d) | ¢ ist erfullbare 3-KNF Formel }
Beispiele:

= (p) € 3SAT,
O = (X1 VX3V aX,) A (Xg V=XV Xy) A (X7 VX V=Xy)

WS 2019/20 Klasse NP
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3SAT liegt in NP

Nssar Del Eingabe (¢):
1. Falls ¢ keine 3KNF Formel ist, lehne ab.

2. Erzeuge nichtdeterministisch einen Bitvektor c.
3. Falls (c) Belegung B der Variablen in ¢ kodiert und

B die Formel ¢ erflllt, akzeptiere. Sonst lehne ab.
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Graphen und Cliquen

« G =(V, E)ungerichteter Graph.
e C < Vhelldt Cligue, wenn ftr allei,j € C qilt{i,j} € E.

 C heildt k-Clique, wenn C Clique und |C| = k.

C =1{1, 2, 4} ist 3-Clique.

WS 2019/20 Klasse NP
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Die Sprache Cligque

Cligue :={ (G,k) | G ist ein ungerichteter Graph
mit einer k-Clique }

(G,, 3) € Clique

WS 2019/20 Klasse NP
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Clique liegt in NP

Neiique P€I EIngabe (G,k):

1. Erzeuge nichtdeterministisch eine Teilmenge C der
GrofRe k der Knoten von G.

2. Bilden die Knoten in C eine Cligue in G, akzeptiere.

Sonst lehne ab.
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Simulation einer NTM durch eine DTM

Satz 3.17 Seit : N—>N eine monoton wachsende
Funktion mit t(n) > n fur alle neN. FUr jede NTM mit
Laufzeit t(n) gibt es eine DTM mit Laufzeit 2°tM) die
dieselbe Sprache entscheidet.
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Simulation einer NTM durch eine DTM

Eingabeband

>lol1]0l1]0l1]0]0[1]L

l Simulationsband

oj1|1j110(1(1[{0ojUjj...

WS 2019/20

Adressband

VieE——|V

111101 [(1(0ojUjUjU|fL]...
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Simulation einer NTM durch eine DTM

1. Schreibe ¢ = 0t auf das 3. Band, das Adressband.

2. Kopiere w vom 1. Band (Eingabeband) auf das 2. Band
(Simulationsband).

3. Simuliere die durch c kodierte Berechnung von N bel
Eingabe w auf dem 2. Band. Wird in der Simulation eine
akzeptierende Konfiguration erreicht, akzeptiere. Sonst
gehe zu 4.

4. Gibt es keine weiteren Worte in {0,1}!™), lehne ab. Sonst
ersetze ¢ durch das lexikographisch nachste Wort in
{0,1}{" und gehe zu 2.

WS 2019/20 Klasse NP
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Konsequenz fur NP
NP < U DTIME(2™)

neN

Offenes Problem Ist P = NP oder gilt P C NP?

WS 2019/20 Klasse NP
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